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EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION DE
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE ORDEN
FRACCIONARIO

TORRES LEDESMA CESAR

RESUMEN. En este trabajo se discute la existencia y unicidad de la solucién de
una ecuacién diferencial no lineal de orden fraccionario. El operador diferencial
fraccionario es definido en el sentido de Riemann-Liouville y las condiciones
iniciales son especificadas de acuerdo a la sugerencia de Caputo.
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1. INTRODUCCION

El calculo fraccionario es la denominacion acunada para la extensién del célculo
que permite considerar la integracién y la derivacién de cualquier orden, no nece-
sariamente entero.

El desarrollo del calculo fraccionario es practicamente tan antiguo como el célculo
usual, con derivadas de orden entero. Sin embargo, también puede ser considerado
como una teoria nueva, pues se torno objeto de congresos especificos en los ultimos
treinta anos.

La primera mencién de la posibilidad de extender el sentido de la expresién Z:—Z
para el caso de n no entero se encuentra en la correspondencia entre Leibnitz y
L’Hopital ( [T6], pp. 199 ), y hasta el siglo XIX fue un asunto que sélo trataron
algunos eminentes matematicos, como Euler, Laplace, Fourier, Liouville, Riemann o
Abel, siendo este ultimo quien por primera vez lo aplicé en Fisica al solucionar una
ecuacion integral surgida en la formulacién del llamado problema de la Tautécrona
([, [I0]). A partir de entonces, y con especial énfasis en las dltimas cuatro décadas,
el céalculo fraccionario se ha empleado con éxito en el modelado de fenémenos y
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sistemas fisicos estudiados en multitud de campos de la ciencia y la ingenieria. Entre
ellos se pueden destacar la ciencia de materiales, la teoria del caos y los fractales, la
electronica de dispositivos, la fisica teorica, la mecanica, etc. Un amplio espectro de
aplicaciones en estos u otros campos se puede encontrar en los textos referenciados
por ( [, B, [, [13).

De acuerdo con la concepcion de Riemann-Liouville, la nocién de integral frac-
cionaria de orden « > 0, es una consecuencia natural de la férmula atribuida a
Cauchy, que reduce el cédlculo de la primitiva correspondiente a la integraciéon de
multiplicidad n de una funcién f(¢) a una integracién simple de tipo convolucién

[T0], se define la integral fraccionaria de orden o € RY como

(1.1) IS f(x) = L/I(ac—1%)0‘_1%)“(1€)dt, t>a, a € RT,
I(e) Ja
donde R es el conjunto de los ntimeros reales positivos.

Probablemente, debido a la serie de definiciones no equivalentes para la derivada
de orden fraccionario y una interpretacién geométrica no evidente, esta teoria no a
sido utilizada en gran escala. De acuerdo con la definicién de Riemann-Liouville, la
derivada fraccionaria de una funcién viene dada por:

(1.2)

D¢ f(x) = d- [ 1 )/m(a:—t)”o‘lf(t)dt , n—l<a<n neZt.

dz" |I'(n — «
Se entiende por ecuacién diferencial ordinaria de orden fraccionario «,,, siendo

Q. un numero real, a toda relacién del tipo

(1.3) F(x,y(x), Dg*y(x), Dg?y(x), ..., Dg™y(x)) = g(x)

donde F(z,y1,Y2,...,Yn) ¥ g(x) son funciones reales dadas y D% representa una
derivada fraccionaria con ay > 0, k = ﬁ@ En particular, (3)) se dird que es no

lineal si tiene la forma

(1.4) Dgy(x) = f(z,y(x))

y lineal si tiene la forma
(1.5) > k(@) DSty (@) + doy(x) = g(x)
k=1

con ¢i(z) (0 <k <m)y g(x) dadas.

Una caracteristica tipica de las ecuaciones diferenciales (clésicas o fraccionarias)
es la necesidad de especificar condiciones adicionales para asegurar que la solu-
cién es dnica. En muchas situaciones, estas condicines adicionales describen ciertas
propiedades de la solucién al inicio del proceso, es decir en el punto z = 0. Por lo
que a tal problema se le llama un problema de valor inicial.

Segun la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias, el nimero de condi-

ciones iniciales que uno necesita especificar, para obtener una unica solucién de una
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ecuacién diferencial fraccionaria de orden o es n = [«]. En particular si 0 < o < 1
(qué es el caso en muchas aplicaciones) solo se necesita especificar una condicién.
Sin embargo la forma precisa de esta condicién no es arbitraria, pues, cuando es-
tamos interesados en el estudio de las ecuaciones diferenciales fraccionarias, surge
una conexion intima entre el tipo de condicién inicial y el tipo de la derivada frac-
cionaria. Este es una de las razones por la cual, en este trabajo se toma la derivada
fraccionaria de Caputo y no la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, que co-
munmente se usa en el analisis matematico: Para el caso de Riemann-Liouville, se
tendria que especificar el valor de ciertas derivadas (e integrales fraccionarias) de la
funcién desconocida en el punto inicial z = 0 (ver [I4], §42). Sin embargo, cuando
se tiene una aplicacion fisica en concreto, las condiciones iniciales de la funcién de-
sconocida, tienen un significado fisico (por ejemplo la velocidad, etc.), aun cuando
no esta claro cual es el significado fisico de una derivada fraccionaria de y, y tam-
bién cémo tal cantidad puede ser medido. En otras palabras, los datos requeridos
simplemente no estaran disponibles en la practica.

Con el objeto de evitar este problema, Caputo ] desarrolla otra definicién para
la derivada fraccionaria, obtenida a través de la definicién de Riemann-Liouville,
cambiando el orden de la derivada de orden entero con la integral fraccionaria, es
decir

1.6 D¢ -t
( . ) *af(x)_l—\(n_a)

Este cambio, aparentemente sutil, da solucion al problema anterior, pues se puede

/ (x —t)" 1 ()dt, n—1<a<n, necZt.

especificar los valores iniciales 1(0), y'(0), ... ™1 (0), es decir, el valor de la funcién
y sus derivadas de orden entero (|5, [7]). Estos datos tienen un significado fisico y
pueden medirse.

Por lo tanto, se incorpora las derivadas cldsicas (de orden entero, segiin Caputo
H]) de la funcién y, las cuales comunmente son usadas en problemas de valor inicial

con ecuaciones de orden entero, en ecuaciones de orden fraccionario se tiene
(1.7) Diy(z) = f(z,y(x))

con condiciones iniciales

(1.8) y*(0) =bg, k=0,1,...,n—1.

El problema descrito en (1) y (L), es el que se discutird en el presente trabajo
(existencia y unicidad de su solucién).
Puesto que esta teoria es nueva y actualmente estd en pleno desarrollo, los re-

sultados no seran definitivos, por lo cual agradezco cualquier sugerencia.

2. PRELIMINARES

En estd seccién, se da en forma resumida las herramientas del anélisis matemético

y el andlisis funcional, que se utilizaran para el desarrollo de este trabajo.
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2.1. Teoremas del Punto Fijo.

Teorema 2.1. (Teorema del Punto Fijo de Schauder) Sean E un espacio de
Banach, U un subconjunto cerrado y convexo de E, y A : U — U un operador tal
que el conjunto {Au : u € U} es relativamente compacto en E. Entonces A tiene

al menos un punto fijo.
Demostracion. Ver [9]. O

Teorema 2.2. (Arzela-Ascoli) Sea F C Cla,b] (a < b), equipado con la norma
del mdxzimo. Entonces, F es relativamente compacto en Cla,b] si y solo si F es
equicontinua (es decir, Ve > 0 ezxiste algin § > 0 tal que para toda f € Cla,b)
y todo x,x* € [a,b] con |x —x*| < d se tiene |f(x) — f(z*)] < €) y uniformente
acotada (es decir, existe una constante K > 0 tal que ||f|locc < K, V f€F).

Demostracion. Ver [9. O

Teorema 2.3. (Weissinger, 1952) Sea U # ¢ un subconjunto cerrado de un
espacio de Banach X, y sea oy, > 0 Vn tal que

(2.1) Z apn  converge

n=0

Ademds, sea A : U — U un operador que satisface la desigualdad
(2.2) [A"w — A" < ap|lu — v]|

Vn € N y Vu,v € U. Entonces, A tiene un unico punto fijo u®. Ademds, para

algin ug € U, la sucesion {A™uo}S2, converge a u®.
Demostracion. Ver [T5]. O

2.2. Ecuaciones Integrales de Volterra. En esta seccién se centra la atencion

en la ecuacién de Volterra no lineal, es decir

(2.3) flz) =g(z) + /01 K(x,s, f(s)ds, 0<x<T

Para determinar la existencia y unicidad de la soluciéon de esta ecuacién se debe

imponer condiciones sobre el niicleo. Esto se vera en el siguiente teorema.

Teorema 2.4. Supongamos que en (Z3) las funciones g(x) y K(x,s,u) son con-
tinuas en 0 < s <z <T y —oo < u < 00, y ademds el nicleo satisface la condicion
de Lipschitz de la forma

(24) |K(CC,S,’UJ)—]€(I,S,U)| §L|U—’U|

donde L es independiente de x, s, u, v. Entonces [Z3) tiene una dnica solucion

continua para todo T finito.

Demostracion. Ver [T5]. O
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2.3. Funcién de Mittag-LefHer.

Definicién 2.1. Para z € C la funcion de Mittag-Leffler E,(z) es definida por

o0 k
z
2.5 E.(2) = _—, 0
(25) (2) gr(akﬂ) @
y la funciton de Mittag-Leffler generalizada Eq g(z) por
2.6 E, = —, q, 0

En el siguiente teorema, se establece algunas de las propiedades de la funcién
de Mittag-Leffler, las cuales son usadas despues, en el desarrollo de las ecuaciones

diferenciales ordinarias de orden fraccionario.

Teorema 2.5. La funcion de Mittag-Leffler posee las siguiente propiedades:

1. Para |z| < 1 la funcidn de Mittag-Leffler generalizada satisface

i 1
2.7) / OV, p(t2)dt = —
0 Z — 1

2. Para |z| < 1, la transformada de Laplace de la funcidn Mittag-Leffler
E,(z*) es dada por

(2.8) /OOO e T B, (2%)dt =

3. La funcidn de Mittag-Leffler (Z2) converge para todo z € C.

4. Para valores especiales de o, la funcion de Mittag-Leffler es dada por:

1

z —zl-a’

a. Eo(z) = 1%

b. Ei(z) = €e*.

c. Ea(2?) = cosh(z).
d. Ea(—2%) = cos(z).

Demostracion. Ver [16]. O

3. CALCULO FRACCIONARIO

Definicién 3.1. Sea f € Li[a,b], « € RY. La integral

1 x
(3.1) Ig‘f(:zr)—m/a (x—5)*"1f(s)ds, a<x<b
es conocida como la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o de la
funcion f.
Propiedades

1. imy— o I2 f(z) = f(z), por lo tanto, solo se escribird 10 f(z) = f(z).
2. (Ley de los Exponentes). Sea o, u € RT y f € Li[a,b]. Entonces,

(3-2) L0 f(x) = INIG f () = I f ()
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casi para todo z € [a, b

Definicién 3.2. Sea o € Rt y m = [a]. La derivada fraccionaria de Riemann-

Liouville de orden o de una funcion f, es denotado por DY, y es definida por:

am 1

33 D) =D W) = g s [0 oar

donde a < x <b.

Propiedades
1. Sia =k >1donde k € Zy x > a, entonces D% f(z) = D*f(x).
2. Sean «, pu > 0. Ademas, sean ¢ € Li[a,b] y f = I*TF¢. Entonces

(3-4) DDy f = Dg™f.

3. Sea a > 0y x > a, entonces

(3.5) DRIL f(x) = f(x).
4. Sea a € RT y m = [a]. Supongase que f es tal que I""~*f € AC™|a,b].
Entonces,
(36) D) = £@) - 30 2= o)
' — Tla—k+1) 7 z=a’

Definicién 3.3. Sea o € RT y n = [a]. El operador D%, definido por

B DS = 1D ) = o [ e 0 s

para a < x < b, es llamado el Operador Diferencial de Caputo de la funcion f de

orden «.

Propiedades
1. Sea a > 0y n = [a]. Ademés, supongase que f € AC"[a,b]. Entonces
(3.8) DSy f =Dy [f = Ta-alf;all

casi en todas partes, donde T,_1[f;a] denota el polinomio de taylor de

grado n — 1 para la funcién f, centrada en a. Es decir

(3:9) Tu-alfial(@) = 3 == (@ —a)".

2. Si f es continua y « > 0, entonces

(3.10) DS I3 f(z) = f(2).
3. Seaw>0,n=[a]ly fe AC"[a,b]. Entonces
n—1 k a
(311) 1202, @) = f) - 3 2O (0ot

k=0
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4. ECUACIONES DIFERENCIALES FRACCIONARIAS

Definicién 4.1. Sean a € RT, n=[a] y f: A CR? — R. Entonces
(4.1) Diy(z) = f(z,y(x))

sujeto a las condiciones iniciales

(4.2) y¥(0)=by, k=0,n—1

es llamado el Problema de Valor Inicial del tipo Caputo.

Lema 4.1. Si la funcion f es continua, entonces el PVI [{-IHE-4) es equivalente a
la ecuacion integral del tipo Volterra

43 I AP Y ol d
(13) Vo) = 3 T gy ) = 0" e

donde n = [a]. En otras palabras: f es solucion de PVI {IH{3) si y solo si es
solucion de la ecuacidn integral {3

Teorema 4.1. Sea o € RT yn = [a]. Ademas, sea k > 0, h* > 0y bg, b1, b2, ..., b, _1 €
R. Definamos

G = [O,h*] X [bo —k, b+ k]
y sea la funcion f : G — R continua. Entonces, 3h > 0 y una funcién y € C|0, h]
que satisface el PVI [ IHZA). Si a € (0,1), entonces h tiene la forma

N RS A
(44) hi= {h< ||f||c_> }

Ademas, si f satisface la condicion de Lipschitz con respecto a la sequnda variable,

es decir

(4.5) | flz,y1) = f(2oy2) IS L yr— w2 |

con alguna constante L > 0 independiente de x,y1 y y2, la funcion f € C[0,h] es
unica.

Este resultado es muy similar al resultado obtenido para ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden. Incluso estos son probados en forma similar, es de-

cir la demostracion del teorema no se hara directamente, més bien se utilizard la
equivalencia que existe entre el PVI ([ - EE2) y la ecuacién integral de Volterra

E3).

Lema 4.2. Bajo las hipdtesis del teorema -1}, la ecuacion de Volterra

k

n—1 7 1 T ot
(16) )= 3 b+ 1y | =0t senar

posee una unica solucion f € Cla, h].
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